Grafelmélet

Definiciok:

Def.: Graf: Grafnak (G) nevezziik pontok (V) és élek (E) azon halmazat, ahol az
¢lek pontokaz kotnek Ossze.

Def.: Csucs: A (V) halmaz elemeit, azaz a pontokat, a graf csucsainak nevezziik,
V(G) = {vi; v2; v3; va; Vs, ... V.

Def.: El: Az E halmaz elemeit a graf elemeinek nevezziik.
EG) ={ei=(i,n);e=0,m);e3=...exr=Va-1,V)}.
(EC VX))

Def.: Iranyitott graf: Irdnyitott grafok esetében szamit a csucsok sorrendje, azaz
e1 = (vi,12) €s e2 = (v2, v1) kiilonbodznek, az is lehet, hogy csak egyikiik 1étezik.

Def.: Iranyitatlan graf: Iranyitatlan grafok esetében nincs jelentdsége az élek
sorrendjének, tehat e; = (vi,2) és ex = (v2, vi) ugyanazt az €lt jeldli.

Def.: Hurokél: Egy e €It hurokélnek neveziink, ha az €1 két végpontja megegyezik,
pl..e=(vi,v)

Def.: Tobbszoros ¢él: Az e és f éleket parhuzamosnak nevezziik, ha végpontjaik
megegyeznek.

Def.: Fokszam: Egy graf valamely cstcsanak fokszama az adott csticsbol kiinduld
élek szama.

Def.: Séta: Csatlakoz6 élek sorozata.
Def.: Vonal: Csatlakozo ¢€lek olyan sorozata, melyben az ¢lek nem ismétlddnek.

Def.: Ut: Csatlakozé élek olyan sorozata, melyben a csticsok nem ismétléddnek
(ekkor az élek kozt sincs ismétlddés).

Def.: Kor: Olyan ut melynek végpontjai megegyeznek.
Def.: Egyszerti graf: Olyan graf, melyben nincs hurok €l és nincs tobbszoros €l.

Def.: Osszefiiggd graf: Olyan graf melynek barmely pontjabol barmely pontjaba
eljuthatunk valamilyen tton.

Def.: Komponensek: Ha egy graf nem Osszefiiggd, akkor a maximalis 0sszefiiggd
réseit komponensnek nevezziikk. A komponensek a graf ,leheté legbdvebb”
részgrafjai.

Def.: Izolalt csucs: v cstcs izolalt, ha v fokszama 0.

Def.: Teljes graf.: A teljes graf olyan Osszefliggd graf, melynek minden pontja
minden ponttal 6ssze van kotve.




Def.: D-reguléris graf: Egy grafot d-regularisnak neveziink, ha minden csticsanak
fokszama d.

Def.: Regularis graf: Egy grafot reguldrisnak neveziink, ha valamely d-re
regularis.

Def.: Minimalisan 0sszefiiggd: Ha barmely €lét elhagyva mar nem 6sszefliggo.

Def.: Maximalis kormentes: ha nincs benne kor, de barmely éIt hozzdadva mar
lenne benne.

Def.: Fagraf: G grafot fanak nevezziik, ha az minimalisan 0sszefiiggo.
- Az n pontu graf éleinek szdma n — 1. (Az egyetlen pontbdl all6 graf'is fa.)
- Egy fa barmely két pontjat pontosan egy ut koti dssze.

- Ha egy fa valamely ¢lét elhagyjuk, akkor a kapott graf nem lesz 6sszefiiggd (az
¢lek végpontjait nem hagyjuk el).

Ha egy fa legalabb kétpontu, akkor van elséfoku pontja.

Ha egy n pontt 0sszefiiggd grafban n-nél kevesebb €l van, akkor a graf tartalmaz
elséfoku pontot.

Ha egy graf két pontja kdzott tobb ut is megadhato, akkor a grafban van kor.

Ha egy Osszefiiggd graf tartalmaz kort, és a kor egy tetszoleges élét elhagyjuk,
akkor a graf 6sszefliggd marad.

Ha egy fa valamely két pontja kdzott nincs €1, akkor ezt az élt behuzva a grafban
keletkezik kor.

Ha egy grafban minden pont fokszama legalabb kettd, akkor a grafban van kor.
Ha egy n pontu graf éleinek szama n, akkor a grafban van kor.

Véges, egynél tobb cstcsu faban legalabb két elséfoku csucs van.

Def.: Erd6: Olyan graf melynek komponensei fak.

Def.: Sikgraf: Egy grafot sikgrafnak neveziink, ha lerajzolhat6 a sikba ugy, hogy
az ¢lei (melyek esetleg gdrbe vonalak) csak a cstcsokban taldlkoznak, nem
metszik egymadst bels¢ pontban. Egy sikgraf élei altal hatarolt teriileteteket a
sikgraf tartomdnyainak nevezziik. (A sik helyett tetszdlegesfeliilettel lehetne
dolgozni, igy értelme van példaul gombre vagy toruszra rajzolt grafokrol és az
azokon keletkezd tartomanyokrol beszélni is.)

Def.: Euler-vonal: Egy olyan vonalat, mely a graf minden €lét pontosan egyszer
tartalmazza, Euler-vonalnak nevezziik. Ha a vonal zart akkor zart Euler-vonalnak
nevezziik.

Legyen G egy izolalt pont nélkiili graf. Ekkor G-ben pontosan akkor van zart
Euler-vonal, ha 0sszefiiggd és minden foka paros vagy G-ben pontosan akkor van
Euler-vonal, ha 6sszefliggd és legfeljebb két darab paratlan fokt csucsa van.




Def.: Hamilton-ut, Hamilton-kor: Ha egy grafban egy Gt minden csucson atmegy,
akkor azt Hamilton-Utnak nevezziik. Ha egy grafban egy kor minden csucson
atmegy, akkor Hamilton- kornek nevezziik.

Def.: Graf szinezési (kromatikus) szama: Legyen G egy sikgraf, melynek
tartomanyait szinezzikk be ugy, hogy az egymassal ¢l altal elvalasztott
tartomanyok kiilonb6z0 szintiek. A sziikséges szinek minimalis szdmat a G graf
szinez¢si szamanak (kromatikus szamanak, x(G)) nevezziik.

Tételek:

Tétel: Fokszamtétel: Barmely véges grafban a pontok fokszaménak 6sszege az élek szaméanak
kétszerese (azaz paros szam).

Kovetkezmény: Barmely véges grafban a paratlan foka pontok szama paros.
Tétel: Az n pontu teljes graf éleinek szama USL G
Bizonyitas: Vegyiink egy K, teljes grafot. K, minden csucsanak fokszama » — 1 mivel minden
csucsa minden csucsaval dssze van kotve, tehat K, teljesgraf csiicsainak fokszamanak 0sszege
n-(n —1). Fokszamtételbdl tudjuk, hogy barmely véges grafban a pontok fokszdmanak

Osszege az ¢lek szaménak kétszerese. Ebbdl az kovetkezik, hogy K, teljes graf éleinek szama
n-(n-1)
2

Tétel: Dirac tétele: Ha egy n pontu egyszerli graf minden csucsanak fokszama legalabb g, akkor

van benne Hamilton-ut.

Ha egy n > 3 pontt egyszerli graf minden csucsénak fokszama legalabb g, akkor van

benne Hamilton-kor.

Tétel: Euler-tétel: Legyen G egy olyan sikgraf, melynek »n cstlcsa, e éle és ¢ tartomanya van.
Ekkorn+t=e+2.

Tétel: Sikgrafban van olyan csucs, melynek fokszama < 5.
[Tétel: n csucsu sikgraf szinezéséhez n szin kell. ]

[Tétel: n csucsu sikgraf szinezéséhez 6 szin kell. (Hatszintétel)]
[Tétel: n csucsu sikgraf szinezéséhez 5 szin kell. (Otszintétel)]

Tétel: n csucsu sikgraf szinezéséhez 4 szin kell. (Négyszintétel) (Erdekesség/matematika
torténet Kempe bizonyitdsa és annak hibaja)

Altalanos érdekességek:

Probléma: Moser-korprobléma: Korvonalon vegyiink fel n pontot. Ha ezek egy teljes grafot
adnak meg, hany részre bontjak a korlapot?
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