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KIDOLGOZAS:

l. VEKTOR

Az eltolas, mint egybevagosagi transzformacio megadhato az eltolas iranyaval és
nagysagaval, vagyis egy vektorral. Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik.

Jele: = AB = , A: kezd6pont, B: végpont
(ez szemléletes megoldas, a vektor alapfogalom, nem definialjuk).

A

DEFINICIO: A vektor abszolut értéke a vektort meghatarozé iranyitott szakasz hossza. Jele: |AB|

DEFINICIO: Az a vektor, amelynek abszolat értéke nulla, a nullvektor. Jele: 0.
A nullvektor iranya tetszoleges, tehat minden vektorra merdéleges, és minden vektorral
parhuzamos.

DEFINICIO: Két vektor egyiranyd, ha a két vektor parhuzamos, és azonos irdnyba mutat.

DEFINICIO: Két vektor ellentétes irdnyd, ha a két vektor parhuzamos, de ellentétes irdnyba mutat.

e
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DEFINICIO: Két vektor egyenld, ha egyirdnylak és abszolut értékiik egyenld.

DEFINICIO: Két vektor egymas ellentettje, ha ellentétes irdnylak és abszolutértékiik egyenld.



Il. VEKTOR MOVELETEK

DEFINICIO: Az G és b vektorok 6sszege annak az eltoldsnak a vektora, amellyel helyettesithetd az
d vektorral és a b vektorral torténé eltoldsok egymasutanja. Jele: @ + b.

b

hdromszbg-szabaly paralelogramma-szabaly

Ellentett vektorok 6sszege a nullvektor: d + (— E’)=6.

A VEKTOROSSZEADAS TULAJDONSAGAI:
1. kommutativ: @ + b = b + G (az 6sszeg nem fiigg az 6sszeadandék sorrend;jétsl).
2. asszociativ: (@ +b) + ¢ = d + (b + ¢) (az 6sszeg fliggetlen az 6sszeadandok
csoportositasatol).

DEFINICIG: Azd — b kiilonbségvektor az a vektor, amelyhez a b vektort adva az d vektort kapjuk.
Jele:d — b

Az G — b és b — d egymas ellentettjei.

DEFINICIO: Egy nullvektortdl kiilonb6z6 d vektor tetszdleges A valds szdmmal (skalarral) vett
szorzata egy olyan vektor, amelynek abszolut értéke |1] - |a] és 2 > 0 esetén d -val egyiranyd,
A < 0 esetén d -val ellentétes iranyu. A nullvektort barmilyen valdés szammal szorozva
nullvektort kapunk.

A SKALARRAL VETT SZORZAS TULAJDONSAGAI:
ldisztributiv. | a-d+B-d=(a+pB)-d

a-d+a-b=a-(d+Db)

2.asszociativva- (f+ad)=(a-B)-d



lll. VEKTOROK FELBONTASA

DEFINICIO: Tetsz6leges @, b vektorokkal és «, B valés szamokkal képzett % = a - d@ + 3 - b vektort
az d és b vektorok linearis kombinacidjanak nevezziik.

TETEL: Ha d és b nullvektortdl kiilonb6z8 parhuzamos vektorok, akkor pontosan egy olyan a valds
szam létezik, amelyre b = a - d.

TETEL: Ha d és b nullvektortdl kiilénb6z6, nem parhuzamos vektorok, akkor a veliik egy sikban
levd minden & vektor egyértelmiien el8all @ és b vektorok LINEARIS KOMBINACIOJAKENT,

azaz ¢ = a - d+ B - b alakban, ahol « és B egyértelmiien meghatérozott valés szamok.

Ez azt jelenti, hogy & egyértelmiien felbonthaté @ — val és b — vel parhuzamos ésszetevikre.

DEFINICIG: A linearis kombinacidban szereplé @ és b vektorokat BAZISVEKTOROKNAK nevezziik.
; 7; k A koordindta-rendszerrel pirhuzamos egységnyi hosszlsagu vektor
= 1j1=Tki=1

DEFINICIO: Egy rogzitett pontbdl induld vektort HELYVEKTORNAK neveziink. Minden helyvektor az
origobal indul ki (0).

—_

OC = helyvektor

IV. VEKTOROK KOORDINATAI

DEFINICIO: A sikbeli derékszogl (x; y) koordinata-rendszer bazisvektorai az origébol
az (1, 0) pontba mutato 7 és a (0; 1) pontba mutatd J EGYSEGVEKTOROK.

DEFINICIO: A derékszogli koordinata-rendszerben az A (a;, a2) pont HELYVEKTORA az origdhbol
az A pontba mutato vektor.
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DEFINICIO: A derékszdgli koordinata-rendszerben egy VEKTOR KOORDINATAINAK nevezziik az origd
kezddpontd, vele egyenlo helyvektor végpontjanak koordinatait. Jele: d(a,, a,)

TETEL: (Az elobbiek alapjan) a koordinatasik 6sszes ¥ vektora egyértelmien eldall T'és j vektorok
LINEARIS KOMBINACIOJAKENT ¥ = v, - T + v, - J alakban. Az igy meghatarozott (v;,v,) rendezett
szampart a ¥ vektor koordinatainak nevezziik. Jele: %(vy, v,).



TETEL: Vektor koordinatainak kiszamitasa kezdo- és végpontjanak segitségével:
A(ay, a,),B(by, by) & AB(by — ay, b, — a,)
TETEL: Ha a ¥ vektor koordinatai #(v,, v,), akkor a vektor hossza |v| = /v? + v? .

VEKTOR MOVELETEK KOORDINATAKKAL:

Legyenek: d(a,,a,)és b (by, by) adott vektorok.

TETEL: Két vektor dsszegének a koordinatai az egyes vektorok megfelelé koordinatainak
osszegével egyenlok: d + I?(a1 + by, a, + by)

TETEL: Két vektor kiilénbségének koordinatdi az egyes vektorok megfelelé koordinatainak
kiilsnbségével egyenls: @ — b(a, — by, a, — by)

TETEL: Vektor szamszorosanak koordinatai: 1d(1a,, 1a,).

TETEL: Vektor ellentettjének koordinatdi: —d(—a,, —a,).

TETEL: Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, koordinatai felcserélodnek és az egyik eljelet valt:
Az d(a,,a,) vektor +90°-os elforgatottjanak koordinatai a’(—a,, a;).

-90°-o0s elforgatottjanak koordinatai: a” (a,, —a,).

V.  SKALARIS SZORZAT
DEFINICIO: Két vektor szoge:

e Egyallasu vektorok szdge 0°, ha egyiranylak; vagy 180° ha ellentétes iranyuak.
e Nem egyallasu vektorok esetén a vektorok hajlassz6gén a kézos pontbdl kiindulo vektorok
félegyenesei altal bezart konvex széget értjiik.

b

Sl
S

a

Qu
Qu

DEFINICIO: Tetszdleges két vektor skalaris szorzata a két vektor abszolutértékének és
hajldsszogiik koszinuszanak szorzata: d - b = |d| - |5| - cosa ahol 0° < a < 180°.



SKALARIS SZORZAT TULAJDONSAGAI:

e kommutativda-b=0b-ad

e szadmmal vald szorzésa A(d@-b) = (Ad)b = (1b)d 1€ R

ha 1>0
(Ad)b = |Ad| - b - cosp = Ald| - |b| - cosp = 2(d@-b) < 0 az eredeti vektor ellentett
—a-b

vektora
(—@)b = |d| - |b| - cos(180° — @) = —|d| - |b| - cose = —|d] - |B| - CcosQ =

e skalarvetiilet
Egy vektornak és egy egységvektornak a skalaris szorzata a vektornak az egységvektor

egyenesén lévo eldjeles vetiiletét adja. Ezt skalarvetiiletnek nevezziik.

> o> - - - —
a-e=|\dl-lel-cosp =a-cosp =a,

o disztributiv (@ +b)é=d-¢+b-¢
> ¢ =0 trivialis

> ¢#+0 c¢=2é
(@+Db)é=d-é+
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e nem asszociativ (d-b)é#d(b-¢
AC # na

TETEL: Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merdleges egymasra

i-b=0odlb

BIZONYITAS: /DIREKT/

A. &-B=|&|-|B|-cos90°=0
B.d-b=0 >dlb
> &-B=|&|-|b| cosQp =
d;b; AND =
> |Ei|¢|l;| cosp =0
90°



TETEL: Két vektor skalaris szorzata koordinatékkal:a - b = a,b; + a,b,, azaz a megfelelo
koordinatak szorzatanak 6sszege.

BIZONYITAS:
dla;,a;) > d=a;l+ayf
b(by,by) = b = byi+ b, _
G-b=(a;l+ay)) (byl+by)) = albll_z) + a;b,T+ aybi- ]+ azsz_i
=1-1-cos0°=1 L =d-b=ab, +ayb,
1-1-cos0°=1
=7-T=1-1"c0s90° =
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VI. VEKTOROK LINEARIS KOMBINACIOJA

Ha egy sikban adott 2 nem parhuzamos d és b vektor (egyik sem nullvektor), akkor a sik
barmely ¢ vektora egyértelmiien eldallithaté az d@ és b linedris kombinacidjaként, azaz

d ADb(# 0) = ¢ ahol a, feR

—

¢ =ad+pb

BIZONYITAS:
a. eloallithato
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. paralelogramma-szabaly

TTTTT™ i=ad+ph

b. /indirekt/ ,egyértelmu”
daq, f1eRahol a; # a; By # P

+ Bb

[y

d(a; —a) =b(B - By)

ia+h



VIl. ALKALMAZASOK, MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

ALKALMAZASOK

e Vektorok bizonyitasbhan: hdromszdg sulypontja harmadolja a sulyvonalakat;
Euler-egyenes: a haromszdg koré irhato kér kézéppontja, sulypontja, magassagpontja egy
egyenesen van és % = %

e Szogfliggvények tetszoleges forgasszogre torténo definidlasa egységvektorok

segitségével torténik.

e Fizikaban vektormennyiségek (ero, elmozdulas) 6sszeadasaban, felbontasaban, a munka
egyenlo az erd és az elmozdulds skalaris szorzataval.

e Skalaris szorzat: koszinusztétel bizonyitasa

e Koordinata-geometriaban az egyenes normalvektora, illetve iranyvektora segitségével az
egyenes egyenletének felirasa

e Trigonometria alkalmazasainal
MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK:

A vektor fogalma absztrakcio Gtjan alakult ki, hasznalata a matematikaban és a fizikaban végig
kiséri tanulmanyainkat.

A vektor elnevezés a csillagaszatbol keriilt at a matematikaba. Ott az ellipszis fokuszaban allo
Napbol a bolygokhoz hizott irdnyitott szakasz elnevezésére szolgalt.

Eloszor az eltolas, mint geometriai transzformacio kapcsan tanulmanyozzuk, ezalatt
tapasztaljuk, hogy a vektormodellben valé gondolkodas segit a problémamegoldasban, fizikaban
a jelenségek értelmezésében,

pl. elmozdulas, ero, sebesség leirasaban, a vektorok skalarszorzata a munka jellemzésében.

Descartes francia matematikus az 1600-as években alkotta meg a derékszaogu
koordinatarendszert, geometriai problémak megoldasakor sokszor alkalmazott algebrai
médszereket. irt egy Geometria cimii kdnyvet, amelyben egy pont helyzetét két koordinatajaval
adjuk meg.

Hamilton ir matematikus és csillagasz hasznalta eloszor a vektor elnevezést az 1800-as
években.

Forrasok:

https://www.mozaik.info.hu/Homepage/pdf/emelt matek erettseqi temakorok 2022.pdf

https://www.matekmindenkinek.hu/matematikai-kepletek/vektorok-osszeadasa
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