KOMBINATORIKA ES
VALOSZINUSEGSZAMITAS






® Pascal (1623-1662)

e francia matematikus, fizikus, vallasfilozéfus,
teolédgus, moralista és vitatkozo

® 12 éves kordban forditotta a fejét a tudomdnyok
felé

® Szdmos terileten maradandét alkotott (Fizikdban
a légnyomas kisérleti bizonyitdsa, elsé szamoldgép
megalkotdsa édesapja segitésére, irodalomban)

®* Erdeklodott a kombinatorika és a
valésziniségszamitds utdn

® Elsé felvetédott kérdése: “Ha egy kockdval dobunk,
akkor elényés arra fogadni, hogy az elsé négyben lesz
hatos, elénytelen viszont arra, hogy két kockdaval dobva
az elsé 24 kézott legaldbb egyszer 2 hatos lesz.”

® Binomidlis egyitthatokra létrehozta a Pascal
hdromszoget, melyet indukciés médon bizonyitott
(Erre is 6 adta a pontos definiciét)




® Csu Si-csie (XIl. szdzad)

® Kindban mdr hasonlé hdromszoget alkotott, csak a Pascale jobban szemlélteti

az egyutthatok rendszerét

® Indiai, Perzsai és ltaliai matematikusok

® Hasonlé hdromszogeket alkottak meg, de Pascal mutatott elész6r hozzd

szdmoldsi format



® Leibniz (1646-1716)

®* német matematikus, filozéfus, biolégus, geoldégus,

nyelvész, teolégus és jogdsz(polihisztor)

® Mechanikus szadmolégép tovabbfejlesztdje

®* A matematikai logikdat szerette volna

megteremteni

®* Newton-Leibniz tétel megalkotdsa, amely a
differenciaszdmitds és az integrdlds kozotti

kapcsolatot ismerteti

® A kombinatorika elsé moédszeres felépitését 6

adta meg
® Bekapcsolédott Pascal és Fermat munkdssdgdba

® Sok matematikai jelolés és elnevezés téle

szdrmazik

® Kutatta a tizedes tortek tulajdonsdagait



® Pierre Fermat (1601-1665)

® Francia matematikus, fizikus és Ugyvéd

® Sokszor kozolte a matematikai felfedezéseit

levelezésben, de bizonyitdst nem irta le

®* Bardtsdgos szampdadrok felfedezése

® Egy szdm 6sszes osztdéinak meghatdrozdsa

® minden egész szdm vagy teljes négyzet, vagy
felbonthaté két vagy hdrom vagy esetleg négy
» négyzetszdm osszegére

® Fermat sejtés
® ValészinGségszdmitds atyjanak tekinthetd

® Pascallal a szerencsejatékrol szolé vitdiban
lefektették a valdszinlségszdmitdsa alapjait és a
kombinatorika szabdlyait




® Bernoulli (1654-1705)

® (a csalddjdban sok hires matematikus és fizikus

volt)
® svdjci matematikus

® Logaritmikus spirdal kutatdsa

® Bernoulli-egyenlétlenség
megalkotdsa: (1+a)n=>1+n-a; a€R; a>-1; nEN

® Sorozat hatarértékének vizsgdlata

® Binomidlis (Bernoulli) eloszlds

® valészinUségszdmitds kombinatorikus médszerének

a kidolgozdsa

® Hozzdjdrult a valésziniségelmélet kifejlesztéséhez




® Buffon (1707-1788)

® francia természettudds

® tiproblémdjaval bevezette a geometriai valésziniség fogalmat

®* Csebisev (1821-1894), Markov (1856—-1922)

®* Orosz matematikusok

* Kolmogorov (1903-1987)

® valdszinlségszdamitds axidmarendszere






PERMUTACIO

®* Egy adott n elem{ halmaz elemeinek egy ismétlés nélkili permutdcidjdn az n

kiilonb6z6 elem egy sorba rendezését (sorrendjét) értjik.

* TETEL: Egy n elemi halmaz ismétlés nélkiili 6sszes permutdciéinak széma:

® n(n-1)(n-2)...2 1=nl..

* Ha az n elem kdz6tt van k; k, ... k egymdssal megegyezd, akkor az elemek egy

sorba rendezését ismétléses permutdacionak nevezzik.

® TETEL: Ha n elem kozétt k;, ko, ... kdb megegyezd van, és k,+k,+...+k_ = n, akkor
n!

k1!k2!.. k3!

ismétléses permutdcidk szdma.

kilonb6zé mdédon lehet sorba rendezni, ez az

ezeket az elemeket



VARIACIOK

®* Legyen n db egymdstdl kilonb6zé elemink. Ha ezekbdl k (k < n) db-ot
kivalasztunk minden lehetséges médon ugy, hogy a kivalasztott elemek

sorrendje is szdmit, akkor az n elem k-ad osztdlyu ismétlés nélkuli

......

n!
(n—k)!

® TETEL: Az n elem k-ad osztdlys ismétlés nélkili varidciék szdma:

®* Legyen n db egymastdl kilonb6zé elemink. Ha ezekbdl kivdlasztunk k db-ot
minden lehetséges médon 0gy, hogy a kivdlasztott elemek sorrendje is szdmit

és ugyanazt az elemet tébbszor is vdalaszthatjuk, akkor az n elem k-ad

......

* TETEL: Az n elem k-ad osztdly ismétléses varidciék szama: n




KOMBINACIOK (ISMETLESES, ISMETLES NELKULI)

®* Legyen n egymdstdl kilonb6zé elemink. Ha ezekbdl k (k < n) db-ot
kivalasztunk minden lehetséges médon uUgy, hogy a kivalasztott elemek

sorrendjére nem vagyunk tekintettel, azaz n elem k-ad osztalyl ismétlés

nélkiili kombinéciéjét kapjuk.

B nn-1)(n-2)....n-k+1) _ n! (N
LEUL k(k-1)..2 1 _k!(n—k)!_(k)



® Definicié: Ha n kilénboz6 elembdl kell k elemet kivalasztani 4gy, hogy a
kivdlasztds sorrendje nem szdmit és a madr kivalasztott elemeket Ujra

kivalaszthatjuk, akkor az n elem k-ad osztalyl ismétléses kombindcidjat

kapjuk.
® Tétel: Az n elem k-ad osztalyU ismétléses kombindcidjanak szdma

. (n+l]§—1)



ESEMENYEK

® Véletlen jelenségnek nevezzik azokat a jelenségeket, amelyeket a leirhaté kdrilmények nem

hatdrozzdk meg egyértelmien.

®* Pl. egy dobdkocka feldobdasa.

* Elemi eseménynek nevezzik a kisérlet sordn bekovetkezd lehetséges kimeneteleket.

® Pl a kocka dobdsdndl azt, hogy hdnyas szdmot dobunk.

®* Az eseménytér az elemi események halmaza.

® Pl. a kocka dobdaséndl {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

* Az elemi események egy halmazdt, azaz az eseménytér egy részhalmazdat eseménynek nevezzik.

® Pl esemény a kockadobdsndl pdros szdm dobdsa.

* Az eseményeket nagybetivel jeldljik. Pl. A = {2; 4; 6}

®* Az eseménytérhez tartozé azon esemény, amely biztosan bekévetkezik, a biztos esemény, amely

semmiképpen sem kévetkezhet be, a lehetetlen esemény.

* A biztos esemény jele: H, a lehetetlen esemény jele: A.

® Pl a kockadobdsndl biztos esemény: 7-nél kisebb szdmot dobunk, lehetetlen esemény: 8-

ndlnagyobbat dobunk.



MUVELETEK ESEMENYEKKEL

* Komplemeter: »

* Osszeq: A+B

® Szorzat: AB

* Kizardas: Egyszerre nem kévetkezhetnek be




VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

®* Ha elvégzink n-szer egy kisérletet, és ebbdl az A esemény k-szor kovetkezik

. , i n, .,
be, akkor az A esemény relativ gyakorisdaga a E hdnyados.

®* Ha sokszor elvégzink egy kisérletet, akkor megfigyelhetjik, hogy egy A
esemény relativ gyakorisdga egy szdm koril ingadozik. Ezt a szdmot

nevezzik az A esemény valésziniségének.

* Jele: P(A)

® A valésziniség kiszamitasdnak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha
egy kisérletnek véges sok kimenetele van és ezek valdszinisége egyenlé.
Ekkor az A esemény valdszinisége:

kedvez6 elemi események szama

* P(A)=

0sszes elemi esemény szama



VALOSZINUSEG SZAMITAS AXIOMAI

A valésziniiségszamitas axiomai
Az () eseménytér minden eseményéhez egy valds
szamot rendeliink, azaz {) -an értelmezink egy P
fuggvenyt. A P-t valoszinuségi fuggvénynek, P(A)-t
pedig az A c Q) esemény valoszinuségenek nevezzuk,
ha teljesulnek az alabbi axiomak:

. Minden AcCQ eseményre
0<P(A)<1
P(l)=1
azaz a biztos esemény valoszinusege 1

IIl. Ha A és B egymast kizaré események, akkor
P(A +B) =P(A) +P(B)

IV. Haaz Ay A,... Aj...egymast paronként kizaro
esemeények sorozata, akkor
P(A,+A,+...+ A +...)=P(A,)+P(A,)+...P(A_)+...

Ha € véges, akkor IV. felesleges.







Sorbarendezési problémak:

Hanyféleképpen lehet kitélteni egy totészelvényt?

Sorsoldsok, versenyek eredményeinek sorrendjeinek lehetdségei

Kivalasztasi problémak:

Hanyféleképpen lehet kitolteni egy lottészelvényt?

Egy n elem0 halmaznak hény darab k elemd részhalmaza van?

Geometriai eloszlas:

Kvantumfizikdban a részecske helyének meghatdrozdsa: azt lehet megmondani a
részecske sebességétdl figgden, hogy hol tartézkodik legnagyobb valésziniséggel a

részecske.

Klasszikus valoszinUséqi modell:

Szerencsejdtékokndl nyerési esély megdllapitdsa

Mekkora a valészinisége annak, hogy az otos lottdn, a hatos lottdn telitaldlatos

szelvényink lesz?



Binomialis eloszlas:

Meteorolégiai elérejelzés

Szerencsejatékokndl nyerési esély megdllapitdsa: mekkora a valészinisége

annak, hogy a totén telitaldlatos szelvényink lesz?

Mintavételek a minéség-ellenérzés sordn: a gydrtdésorokon elkészilt termékek

kozil a selejtek szdmdnak kozelité meghatdrozdsa vdarhatéd érték segitségével

Binomialis eqgyutthatok, Pascal-haromszoq:

A Galton-deszka egy olyan egyenl6 szdaru hdromszog alaki szerkezet,
amelyben 0gy vannak elhelyezve akaddalyok és utvonalak, hogy minden
akaddlyndl egyenlé eséllyel (0,5) térhet eljobbaq, illetve balra a lefele gurulé
golyd. A golyd a Galton-deszka egyes rekeszeibe a Pascal-hdromszégben

szerepl6 binomidlis egyitthatok alapjdn érkezik.



BINOMIALIS TETEL

(a+hb)"= 1 =(::)

(a+b)'= a+hb =(.;1:.)ﬂ+(i:]h

(a+b)*= ai+ 2ab+ b =(§I)ﬂh+(i]ﬂb+(g)ﬁ.

(a+b)’= @+ 3ab+3abi+ 1
’ . n_yn (N\,k n-k
* Altaldnosan: (x + a)™ = k=0(k)x a

* Kovetkezménye: 2"=(1+1)" :(78) 4+ (7;) L (n)



r

aromszog

® Pascal h




