


MI ISAZ A SZAMELMELET?

= A szamelmeélet a matematika egyik aga, mely eredetileg a természetes szamok oszthatosagi tulajdonsagait
vizsgalta.

" Az ez iranyu vizsgalatok elnevezésére még ma is alkalmazzak a szamelmélet eredeti latinos elnevezését
(aritmetika). Utobbi szot maga a latin is a gorogbdl vette at (,,arithmosz”: ,,szam”, a gorog sz az ,,0sszeacsolni,
osszetenni, osszeilleszteni” igébdl eredt).

= A természetes szamok szamelméleti tulajdonsagai vizsgalhatoak egészen elemi eszkozokkel is (elemi szamelmélet),
de a felsobb matematika eszkoztara (komplex analizis) segitségével is (analitikus szamelmélet).

= A természetes szamok korében felvet6dd bizonyos kérdések tanulmanyozasa vezetett a szamelmélet problémainak

és fogalmainak gylrlkre vonatkozo kiterjesztéséhez, a gylriik (szam)elméletét algebrai szamelméletnek
nevezzuk.

= A szamelmélet teruletén szamos egyszerd, laikusok szamara is konnyen érthetd problémaval talalkozhatunk,
amelyek megoldasa azonban még a legnagyobb elméknek is komoly, sokszor megoldhatatlan kihivast jelent (lasd a
Nagy Fermat-tételt vagy az ikerprim-sejtést).



MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

Az els6 szamelméleti jellegl felfedezés - természetesen maguknak a szamoknak és a veluk végzett alapmiveleteknek a
felfedezése utan - a helyiértékes szamabrazolasmod fokozatos kialakulasa volt. E folyamat az oskor végén és az okor
elején indult, Europaban csak a kozépkorra teljesedett ki. Ez még minden bizonnyal induktiv alapokon és nem moddszeres,
elméleti vizsgalatok eredményeképp tortént.

= Az gorog puithagoreusok szinre lépése tobb szempontbdl is nagyon fontos eredményeket hozott a szamelmélet
szempontjabol. Eloszor is, filozofiai és misztikus spekulaciokkal tarkitva, és részben ezek altal hajtva, igen érdekes és
fontos tudomanyos felfedezéseket tettek, pl. a természetes szamokat osszegalakban probalvan eldallitani, felfedezték a
haromszogszamokat, valamint hasonlo fogalmakat és az ezekkel kapcsolatos torvényeket.

= Rajottek tobbek kozt, hogy a paratlan szamok sorozatanak valamely tagig bezarolag torténo osszegzésével négyzetszam
adodik.




MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

= Hirdették, hogy minden dolgok lényege a szam, hogy a természetes szamokra épitkezve a vilag minden jelensége
megmagyarazhatd. De sajat maguk mérték filozofiajukra a legnagyobb csapast az 0sszemérhetetlenség - mai szoval,
az irracionalis szamok felfedezésével.

= Rjjottek ugyanis, hogy vannak olyan mértani alakzatok, pl. egy négyzet és atldja, melyek hosszusagviszonya nem
irhatoak le egész szamok aranyaival, azaz hogy az altaluk ismert algebra eszkozei korlatozottabbak, mint a
geometriai szemlélet.

= Ez a felfedezés meglepte az elméleti problémakat szeretdé és a tudomanyok irant érdekl6dé gorogoket.
Természetesen adodo valasz volt, hogy mértanként alakitottak ki matematikajukat (geometrizalas).

= gy a természetes szamok, kiilondsen tudomanyos szempontbdl, elvesztették kiemelt jelentSségiiket, és sem veliik
nem foglalkoztak tobbé évszazadokig kiemelt modon, sem osszeadasukkal. Ha osszeadni kellett, az altalaban
mértani alakzatként (egyenesszakasz) adodo valds szamok osszeadasat jelentette, és konkrét esetben ezt a gorog
geométerek konnyedén elvégezhették korzovel.




MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

= A gorogok utan mar aritmetikardl sem igen beszélhetiink mint tudomanyrol: a rédmaiak koratdl kezdve teljesen
elvesztette minden elméleti jelentSségét. Bar Proklosz az Elemekhez irott un. masodik el6szdban leszogezi: a
matematika két résztudomanybdl all, aritmetikabol és geometriabdl, és az aritmetikat elvontsaga miatt elsédleges
figyelem illeti meg; ez valoszinlileg egy tradicionalis alapokon elfogadott, de a gyakorlatot illetéen fokozatosan
kiiresedett kijelentés volt, pont az Elemek foképp geometriaval foglalkozik,és a puthagoreusok utani idobol sokaig
nem maradt fenn olyan irott munka, ami az aritmetikaval részletesen foglalkozna.

" Az aritmetika vizsgalatok az ujkorban indultak meg ujra, ebben kiemelt szerepe van Carl Friedrich Gaussnak. A
huszadik szazadban a szamelmélet kettéoszthatd az oOsibb multiplikativ szamelméletre (ez foképp a primek
tanulmanyozasa, részben absztrakt algebrai, részben analitikus eszkozok segitségével) és az additiv szamelméletre
(ez leginkabb linearis algebrat és csoportelméletet igényel).

" A huszadik szazad egyik legnagyobb kozfigyelmet kivaltd matematikai felfedezése szamelméleti jellegli volt:
megoldodott a Fermat-sejtés kérdése. Tovabbi fontos valtozas, hogy a hatvanas években még szinte lenézett,
alkalmazhatatlan elmetornanak gondolt diszkrét matematika és kulonosen a szamelmélet az alkalmazott
matematika egyik nagyon fontos tertletévé valt.




MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

= Az egyiptomi Rhind-papiruszon (Kr.e. 2000-1700) a ,torzstortek™ felsorolasaban csak a paratlan
nevezdjl tortek szerepeltek, tehat az egyiptomiak kulonbséget tettek a paros és a paratlan szamok
kozott.

= Az ottel vald oszthatdésagot az okori hinduk is ismerték.
= A harommal val6 oszthatdésag szabalyat el6szor a pizai Leonardo (1200 korul) irta le.

= A tizeneggyel vald oszthatésag szabalyat a Xl. szazadi arab matematikusok ismerték, viszont
szabatosan csak Lagrange (1736—1813) francia matematikus fogalmazta meg: a paroshelyiérteken allo
szamjegyeinek 0sszege megegyezik a paratlan helyiértéken all6 szamjegyek 0sszegével, vagy a kettd
kilonbsége 11-nek a tobbszorose.

= Pascal (1623-1662) francia matematikus teljes altalanossagban vizsgalta az oszthatdésagot a
természetes szamok koreben.




MATEMATIKATORTENETI VONATKOZASOK

= Primszamok meghatarozas az eratoszthenészi (K.r.e. lll. szazad) szitaval: Felirjuk 2-t6lkezdddden az egész
szamokat (6 100-ig csinalta). A 2-t bekeretezzik, ez az elsé primszam, majd kihuzzuk az O0sszes olyan
szamot, ami 2 tobbszorose (minden masodikat). Bekeretezzik az elsé at nem huzott szamot, a 3-at, ez a
kovetkez6 primszam. Innen kezdve athuzzuk a 3 tobbszoroseit (minden harmadikat). Ezt az eljarast folytatva
megkapjuk a primszamokat(bekeretezett szamok).

= A sumérok (Kr.e. 2000 el6tt) a 10-es, 12-és és 60-as alapu szamrendszer kombinaciojat hasznaltak az
asztrondmiai és egyéb szamitasaiknal. Ezt a rendszer atvették a gorogok, a romaiak és az egyiptomiak. A
60-as szamrendszer maradvanyait felismerhetjuk a mai id6- (6rak, percek) és a szogmérésben (szogpercek).

= A 12-es szamrendszer nagyon népszerd volt, mert a 12 maradék nélkul oszthaté 2-vel(felezhetd), 3-mal
(harmadolhatd), 4-gyel (negyedelhetd), 6-tal (hatodolhatd). A ma hasznaltnaptarban az év 12 honapra oszlik,
12 Ora a nappal és 12 ora az éjszaka az év mind a 365 nap-jan. Csaknem minden nyelvben kulon sz6 van a
12 dologbdl allé csoportra, példaul a magyar,tucat”, az angol ,dozen”, a német ,das Dutzend”, az orosz
,<djuzsina” stb.

= Nyelvészeti kutatasok szerint az 6smagyarok a hetes szamrendszert ismerték, hasznaltak: mesék hétfeji
sarkanya, hetedhét orszag, hétmérfoldes csizma, hétpecsétes titok, hétszerteszebb lett, stb.

= A 2-es alapu binaris szamrendszert mar a 17. szazadban Leibniz ismertette, aki Kinaban hallott rola, de
altalanos hasznalata a 20. szazadban, a szamitogépek megjelenésével terjedt el.

= Neumann Janos (1903-1957) magyar szarmazasu matematikus a réla elnevezett elvben megfogalmazta a
szamitogépek mikodesi elvét. Ebben a szamitdogépek hasznaljanak kettesszamrendszert, az 6sszes muivelet
kettes szamrendszerbeli logikai mlveletre redukalhato.




A SZAMELMELET ALAGAI

= Elemi szamelmélet : Ide tartoznak a minden alagban kozos fogalmak és tételek, ugymint
* oszthatosag

* primek

* maradékos osztas, az euklideszi algoritmus

* aszamelmélet alaptétele

* modularis aritmetika (maradékosztalyok és kongruenciak),

« egyszerl diofantoszi egyenletek

=  Analitikus szamelmélet :A szamelméleti problémakat a fuggvényanalizis eszkozeivel vizsgalja: a diszkrét
matematika teruletéhez sorolt szamelmélet megkozelitése a folytonossag vizsgalatara létrejott szemlélettel és
modszerekkel.

 a primszamtétel, Riemann-sejtés,

4 V{4

Az els6 jelentSsebb analitikus szamelméleti eredmény Dirichlet nevéhez flzédik, aki fluggvénytani modszerekkel
bizonyitotta azt az allitast, miszerint ha a és d relativ primek, akkor az a,a+d, a+2d, ...., atnd szamtani sorozat végtelen
sok eleme primszam.



A SZAMELMELET ALAGAI

= Algebrai szamelmélet : A szamelméleti problémakat az absztrakt algebra modszereivel vizsgalja.
 algebrai szamok

 algebrai egeszek

« Galois-elmélet

« véges testek szamelmélete

* p-adikus szamok

* idedlok elmélete

= Kombinatorikus szamelmélet : Ez a nagyrészt Erdos Pal altal létrehozott terulet a természetes szamok
kombinatorikusan megfogalmazhato tulajdonsagaival foglalkozik. Gyakorta hasznal linearis algebrai eszkozoket is.

= Primszamelmélet : A primszamok eloszlasaval, tulajdonsagaikkal foglalkozik



A SZAMELMELET ALAGAI

= Additiv szamelmélet : Goldbach-sejtés, Waring-probléma

= Diofantoszi egyenletek : pitagoraszi szamharmasok, Pell-egyenlet, Catalan-sejtés, kétnégyzetszam-tétel, Nagy
Fermat-tétel, abc-sejtés

= Geometriai szamelmélet

« Racsgeometria

*  Minkowski-tétel

 pakolasi problémak

* algebrai geometriai problémak

* Nagy Fermat-tétel

= Szamitaselméleti szamelmélet
*  Primteszt

* Primfaktorizacio

+  Kriptografia



SZAMELMELET ALKALMAZASAI

= Oszthatdsag,

= (Oszthatésagi szabalyok és tételek.

= Primszamok.

= Szamrendszerek.

= |egnagyobb koz0s osztd: tortek egyszerisitése

= | egkisebb k6z0s tObbszoros: tortek kozos nevezbre hozasa

= Keétismeretlenes egyenlet megoldasa a természetes szamok halmazan (oszthatdsag felhasznalasaval)

= Szamitogépekben a 2-es szamrendszer a két jegyével j6l hasznalhatd: folyik aram = 1, nem folyik aram
= 0 (Neumann-elv). Ma mar inkabb a 16-0s, hexadecimalis szamrendszert hasznaljak, ami felépitheté a
kettesbdl.



OSZTHATOSAG

vV V. VY V VY V VY V

Az oszthatosag fogalmanal alaphalmaznak az egész szamok halmazat tekintjuk. Két egész
szamhanyadosa nem mindig egész szam, az oszthatdésagnal azt vizsgaljuk, hogy egész szamok
osztasa-kor mikor lesz a hanyados is egész szam, vagyis a maradék 0.

Oszthatosagi szabalyok :

Egy n egész szam oszthato

2-vel, ha n paros, vagyis utolso jegye (E{0; 2; 4; 6; 8}.

3-mal, ha a szamjegyek osszege oszthatd 3-mal.

4-gyel, ha a két utolso jegybol képzett szam oszthatd 4-gyel.
5-tel, ha utolso jegye (E{0; 5}.

6-tal, ha 2-vel és 3-mal oszthato.

8-cal, ha a harom utolsé jegybdl képzett szam oszthato 8-cal.
9-cel, ha szamjegyek osszege oszthatd 9-cel.

| 0-zel, ha utolsd jegye O.



HIRES SZAMELMELETI PROBLEMAK
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A nagy Fermat sejtés:

Ez a probléma mar régdta izgatta a matematikusokat.

Az x*+y?=z2 egyenlet Pitagorasz tételét jelenti, ahol x, y egy derékszdgli haromszdg befogdinak oldalhosszusagait,
z pedig az atfogd hosszusagat jelenti, tehat pozitiv valds szamok. Az olyan pozitiv egész szamokat, amelyek
kielégitik a Pitagorasz tételt, pitagoraszi szamharmasoknak nevezziik. llyen szamharmasbol végtelen sok van.

Ezek utan a matematikusokat elkezdte izgatni, hogy van-e megoldasa az egész szamok korében
az x3+y3=z3 egyenletnek, s6t altalaban az x"+y"=z" egyenletnek.

Fermat miutan elolvasta Diophantosz “Arithmetica” cim(i miivében azt a részt, amely az x2+y2=z2 egyenlet
megoldasairdl szol az egész szamok korében (Pitagoraszi szamharmasok), a kovetkezé tartalmu feljegyzést irta
ennek a kiadvanynak a margojara

Azaz nincs megoldasa az x"+y"=z" x,y,z,n € ,n>2 diophantoszi egyenletnek az egész szamok korében
n>2 természetes szam esetén.

Ezzel a széljegyzetével azonban Fermat egy évszazadokon atnyulod versengést inditott el a matematikusok kozott.

Fermat n=4 esetére szol6 bizonyitasat késébb megtalaltak, és az itt hasznalt modszert atvéve sikerult Euler-nek
bizonyitani n=3 esetére is. (az un. végtelen leszallas modszerével)



HIRES SZAMELMELETI PROBLEMAK

= A Fermat allitasa szerint létezo eredeti bizonyitast maig nem sikerult megtalalni. Az utokor rendre igazolni tudta
Fermat minden mas tételét, am ez a kijelentés makacsul tartotta magat — igy valt ez Fermat utolso tételéve, a
nagy Fermat-sejtésse, melyet csak 1994-ben sikerult bizonyitani.

=  Andrew Wiles bizonyitasa 6ta nagy Fermat-tételen (vagy Fermat-Wiles-tételen) azt a kijelentést értjuk,
hogy a Fermat-sejtés allitasa bizonyitott.

= Wiles megoldasa és tétele:

= A Fermat-tétel az egyik leghosszabb ideig bizonyitatlanul marado sejtés volt. A ma ismert bizonyitas Andrew Wiles,
princetoni professzor érdeme, hétévnyi titokban végzett munkaval sikerult belatnia az allitast 1995-ben. Noha
korunkban egyre inkabb az a jellemzd, hogy a bizonyitasokon és egyéb tudomanyos felfedezéseken tobbfos
kutatocsapatok dolgoznak, Wiles majdnem végig onalléan dolgozott. A bizonyitas elsd, 1993-as prezentalasa utan
egy latszolag fatalis hibat fedeztek fel, am Wilesnak egy tanitvanya segitségével 1994 Sszére sikerult kijavitania a
bizonyitast, amelyet végul 1995-ben fogadtak el. A bizonyitas olyan osszetett, hogy a szamelméleti matematikusok
kozul is csak néhanyan képesek megérteni.



A SZAMELMELET ALAPTETELE

60 =2.2:3-5=2%3-5



