A geometria szintetikus és analitikus fejl6dése

A geometria sziiletése a tarsadalom sziikségleteibdl fakadt, kiilonboz6é gazdasagi jelentdségli
feladatok tették sziikségessé az egyre magasabb szintre torténd fejlesztését. (Az elnevezése is
ezt jelzi, a gordg eredetli geometria sz6 foldmérést jelent.) Eleinte tapasztalati szabalyok
alkottdk a megszerzett tudast, ezek egy része durva, kozelité jellegli volt. A megfeleld
mennyiségli tapasztalati Giton szerzett ismeret megszerzése utan az Okori gordogok mar a
kiilonboz6 allitdsok kozott tudatosan kerestek logikai Osszefiiggéseket, kapcsolatokat, a
kiilonboz6 szabalyokat elméleti uton vezették le.

Az Okori matematika enciklopédidja, Euklidész: Elemek cimii hires munkdja axiomakbol
vezeti le, rendszerezi az addig Osszegyljtott ismeretanyagot. A szintetikus geometriai
modszerére jellemzd az intuitiv gondolkodas, a feladatok megoldasaban pedig a sziporkazo
Otletesség. A szintetikus geometria ezen teriiletét a szakirodalom elemi geometria néven tartja
szamon. Masik 4ga a projektiv geometria, amelynek bizonyos elemeit mar ismerték Euklidész
matematikus kortarsai is. A kezdetben alkalmazott modszer szintetikus volt, hiszen csak
geometriai fogalmakat vettek igénybe, ugyanis Fermat és Descartes megjelenéséig a
geometridban nem alkalmaztak kdvetkezetesen algebrai modszereket. A projektiv geometria
alapjai a szintetikus geometria keretein beliil sziilettek meg. A projektiv geometria
kialakuldsat azok a megfigyelések segitettek eld, amelyek a képzémiivészetben a térbeli
alakzatok perspektivikus &brazolasaval kapcsolatban keletkeztek. Az Okori geometria
projektiv elemeinek életre keltése €s kibOvitése Desargues nevéhez flizddik. A geometria
ezen aga a geometriai alakzatoknak olyan tulajdonsdgaival foglalkozik, amelyek centralis
vetitéskor €s egyenessel, illetve sikkal valdo metszéskor valtozatlanok maradnak. Id6kozben az
analitikus modszer térhoditdsanak koszonhetden a projektiv geometria tételeinek egy részét
mar koordinatds modszer segitségével is bizonyitottdk. A szintetikus geometria korébe
azonban a projektiv geometria csak azon teriilete esik, amely nem hasznalja fel a koordinata-
rendszert a tételek bizonyitasahoz. A projektiv geometriai feladatok sok otletet kivannak,
alkalmazasukndl fogva is igen érdekesek. A XIX. szizadban folytatddott a projektiv
geometria fejlddése, €s Monge francia matematikus megalapozta az dbrazolé geometriat a
projektiv geometria 0j 4gaként. A kovetkezé forradalmian 0j gondolat a kapitalizmus
kialakulasanak idejére tehetd.

Szintetikus geometria

A geometria tanitasdban 2000 éven at uralkodott a szintetikus modszer. Sok helyen a vildgon
még nem is olyan régen Euklidész: Elemek cimli miivét tanitottdk az iskolaban a matematika
ordkon. A szintetikus moédszer alkalmazasa kétségkiviil fejleszti az intuitiv gondolkodast,
hiszen maga a modszer is éppen ezen alapul. Az intuitiv gondolkodast altalaban meglehetdsen
nehéz fejleszteni és szamonkérésével is komoly gondok vannak. A  geometria
szemléletességénél fogva vitathatatlanul alkalmas teriilet erre feladatra. Egy-egy tétel
bizonyitasahoz, feladat megoldasahoz feltétleniil sziikség van az Otletességre. Az alabbi



bizonyitas a sziporkazo Otletességet mutatja be, valamint ravilagit a szabatossag fontossagara
is.
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Pitagorasz tétel

A XVIIL szazadban indult el diadalatjara Descartes és Fermat munkdssaga nyoman az
analitikus geometria, mint a geometriai objektumok méreteinek, formainak és egyéb
tulajdonsagainak szdmviszonyokkal torténd kifejezési modszere. ElsOként tortént meg a
geometria és az algebra szerves Osszefonddasa, kovetkezetes dsszekapcsolasa a matematika
torténetében. Descartes haszndlta eldszor a koordinata-rendszert, ami a geometriai feladatok
algebrai megoldasat tette lehetévé, igy lényegében altalanos modszert adott a feladatok
megoldéasara. Ez volt az analitikus modszer fénykoranak a kezdete. A XIX. szdzad elejére az
analitikus geometria képes volt minden, egyenlettel leirhatd geometriai alakzat vizsgélatéra.
Az ir Hamilton és a német Grassmann felfedezéseinek kdszonhetden 1) fogalmak formaltak
tovabb az analitikus geometriat. Kialakult a vektor fogalma, amely a matematikan kiviil mas
szaktudomanyokban is (fizikdban, kozgazdasagtanban) hatékony segédeszkdznek bizonyult.

Forradalmi valtozast jelentett a geometridk fejlodésében a parhuzamossagi problémakor
megolddsa, a nem euklidészi geometria megalkotasa, amelyet Bolyai Janos szintetikus,
Lobacsevszkij pedig analitikus uton oldott meg. Ezzel eldtérbe keriilt az axidmarendszerek
vizsgalata, ami egyben a geometria alapjait érintd j gondolkodasi format is jelentette. Ennek
az Un. axiomatikus modszernek a kidolgozasa Hilbert nevéhez flizodik. Hilbert a Bolyai €s
Lobacsevszkij altal nyitott ) korszakot lezard, az 1899-ben kiadott A geometria alapjai cimii
mivében a geometria axidmakra épllt, rendszerezett targyalisat adja, ¢s a XIX. szdzad
minden geometriai vivmanyat tartalmazza. Az axiomatikus geometria szamos nem vitathatd
elénye mellett, egy igen nagy hatrannyal rendelkezik. Egy axiomarendszer felvétele
tulajdonképpen meghatarozza az igaz tételek halmazat, amelyekhez esetenként tobbféle
logikai uton is el lehet jutni, de a logikai ut keresésére semmilyen informacidt, modszert nem
ad.



Analitikus geometria

Az analitikus médszer alkalmazésaval kovetkezetesen 6sszefonddik a geometria €s az algebra.
A matematika e két latszolag tavol allo fejezetének Osszekapcsoldsa varazserdvel bir. Az
Otleteket igénylé geometriai szerkesztési, illetve bizonyitasi feladatok az analitikus modszer
kovetkeztében szisztematikusan egyenletek felirdsdra és megolddsara, illetve algebrai
azonossagok igazoldsara redukdlodnak. A feladatmegoldasok jol algoritmizalhatoak, néhany
mechanizmus elsajatitdsdval mar eredményesen lehet dolgozni. J6 példa erre egy csucspont
koordinatainak meghatarozasa.

A, B és C egy szabdlyos haromszdg pontjai. Ha A {a1, az} ésB (b.,, bz}'
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Matematikatorténeti vonatkozasok

Gérard Desargues (1593-1662). Lyonban sziiletett.
Epitész- és hadmérndk volt. 1626 és 1650 kozott
Péarizsban matematikaval ¢és fizikaval foglalkozott.
1635-ben mar a parizsi Akadémia tagja lett. Uj
nézeteket képviselt, amelyeket kortarsai altalaban nem
méltanyoltak. Azzal, hogy az dkori geometria projektiv
elemeit ¢letre keltette ¢és kibdvitette, megtaldlta a
geometriai  kutatds egyik  daltalanos = modszerét,
megteremtve ezzel a szintetikus geometria projektiv




geometrianak nevezett, sok dtletet kivano, de éppen ezért igen érdekes agat. Bevezette az
egyenes végtelen tavoli pontjanak és a sik végtelen tavoli egyenesének a fogalmat.
Veliik kapcsolatban - tobbek kozott - a kdvetkezd megallapitést tette: A parhuzamos
egyenesek kozos sikjuknak egyik végtelen tavoli pontjaban metszik egymast.

Blaise Pascal (1623-1662), francia matematikus, fizikus és filozofus. Sziilhelye
Clermont-Ferrand, ahol matematikus apja torvényszéki
elndk volt. A 14 éves Blaise apjaval egyiitt eljart a
Mersenne koriil csoportosult természettudomanyos korbe,
amelyb6l 1666-ban kindtt a Parizsi Tudomanyos
Akadémia. Itt ismerkedett meg Desargues eszméivel. Ezek
hatasa alatt jelent meg 16 éves koraban, tehat 1640-ben elso
miive. Ez a Pascal-tételt tartalmaz6 6 oldal kitorolhetetlen
nyomot hagyott a projektiv geometria torténetében. A tétel
azt mondja ki, hogy egy kupszeletbe rajzolt hurhatszog
szembeni oldalainak egyenesei egy-egy pontban metszik
egymast, és ezen harom metszéspont mindig egyazon
egyenesen van. Késébb kidolgozta tételének szdmos
kovetkezményét is, és néhany azon alapuld szerkesztési eljarast is bemutatott. Annak
ellenére, hogy munkéssaga a projektiv geometria fejloddését jelentdsen elére vitte, nem
maradt meg ezen a teriileten.

Gaspard Monge (1746-1818), francia matematikus. A
Dijontol délre esé Beaune varoskaban sziiletett. A francia
forradalom utan tengerészeti miniszter ¢és hadiigyi szervezd
volt. Részt vett az 01j mértékegység-rendszer kidolgozasaban.
A meéziéres-1 katonai iskola tanaraként (1768-1789) tanitott
matematikat, fizikat és erdditéstant. Ekkor alapozta meg az
abrazold geometriat, a projektiv geometria j agaként. Az
akkori eldadasait foglalja 0ssze az 1794-1795-ben kiadott
konyve.

Lazare Nicolas Carnot (1753-1823). A francia burgundiai
Nolayben sziiletett. Allamférfi, a ,,gy6zelem szervezéje"
biiszke cim viseldje és matematikus volt. A kitiinteté cimet
azért kapta, mert a jakobinusok idején szétziillott
hadsereget ujra megszervezte, ¢és gydzelemre vezetd
haditerveket dolgozott ki. O volt a fizikus Sadi Carnot apja
¢s a kémikus Adolphe Carnot nagyapja. Napdleon bukésa
utan Magdeburgba menekiilt, ami a matematikara nézve,
hasznos volt, mivel visszavonulasaban csak ezzel
foglalkozott, mégpedig eredményesen. Kutatasi teriilete az
analizis és a geometria volt. A projektiv geometria tovabbi
kibontakozasahoz =~ nagyban  hozzajarultak  miivei.
Mindegyikre jellemzé az altalanositasra vald torekvés.
Euklidész legtobb tételérdl kimutatta, hogy azok atfogdbb
tételek specidlis esetei. Erre szép példa a koszinusztétel altalanositasa.




Charles Julién Brianchon (1783-1864) volt.
Sévresben, Parizs elovarosaban sziiletett. Tiizértiszt,
majd tanar lett. 21 éves kordban felelevenitette a
Pascal-tételt, és egy ahhoz nagyon hasonldt, a rola
elnevezett Brianchon-tételt fedezte fel. Tétele szerint:
egy kupszelet koré irhatd érintéhatszog atellenes
végpontjait Ossze kotd atlok egy pontban metszik
egymast. Amint késobb, a dualitas elvének felfedezése
utan kideriilt, a Brianchon-tétel a Pascal-tétel dudlja,
tehat nem tudatosan ugyan, de tételével a projektiv
geometria egy fontos és igen termékeny alapelvét demonstralta. Az attekintett
elézmények utdn kovetkezett az atfogd megalapozés, a projektiv geometria egységes
rendszerének a megalkotasa.

Jean-Victor Poncelet (1788-1867) francia

matematikus. Metzben sziiletett, a Politechnikai
Féiskolan  végzett, majd  1825-t61  1835-ig
sziilévarosdban tanitott, aztdn magas katonai
beosztasba keriilt. 1838-t6l 10 éven at a Sorbonne-on a
fizika és a mechanika professzora volt, végiil 1848-t61
Politechnikai Fdiskola igazgatdjaként miikodott. 32
éves koraban jelent meg egy folyoiratban kozos cikke
Brianchonnal, vizsgalatok egy egyenld oldala
hiperbola  meghatarozasar6l  cimen, amelyben
napvilagot latott a kozépiskolabdl ismert kilencponti
kornek, azaz a Feuerbach-kornek a leirasa, amely
szerint minden hdromszogben a magassagok héarom
talppontja, a 3 oldalfelezd pont €s a magassagpontot a csicsokkal 6sszekotd szakaszok 3
felezopontja egy koron van.

Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), erlangeni
gimnaziumi tanar Jénaban sziiletett, és testvére volt a
filozo6fus Ludwig Feuerbachnak. A rola elnevezett kor
meghatdrozasat az 1822-ben megjelent kdnyve
tartalmazza. A kort ugyan nem ¢ fedezte fel, de
miivében a kor szdmos Uj tulajdonsagat mutatta ki,
tobbek kozott azt, amely egyes vélemények szerint
Euklidész ota a geometria legszebb tétele, ¢&s
kimondja, hogy a Feuerbach-kor érinti a haromszog
oldalait beliilrdl érintd kort és a kiviilrdl érintd harom
kort is. Igy a kilencpontd korre a hiromszog 13
nevezetes pontja illeszkedik. Feuerbach hatarozta meg
a kor sugarat is, €s azt, hogy centruma felezOpontja az
Euler-egyenes  azon  szakaszanak, amely a
magassagpont ¢€s a koriilirhat6é kor kozéppontja kozott van.




Jacob Steiner (1796-1863). Apja svajci pasztor,
tanitdja Pestalozzi, hires pedagdgus volt. Egy ideig
Steiner is tanitott Pestalozzi intézetében, aztan tovabb
folytatta egyetemi tanulmanyait Heidelbergben. Itt
ismerkedett meg a francia geometriai &ramlatokkal. Az
egyetem utan Berlinbe csabitottdk, ahol kivalo
eredménnyel tanitott és kozben geometriai kutatasokat
végzett. F6 munkdjat 1832-ben adta ki A geometriai
alakzatok Osszefliggésének rendszeres kifejtése cimen.
Fokozatosan jutott el az elemi geometriatol a projektiv
geometria majdnem teljesen szintetikus felépitéséhez.
Egyik alapvet6 tétele szerint minden ktpszelet pontjai
olyan, projektiv viszonyban 4ll6 két sugarsor

megfeleld egyeneseinek metszéspontjaiként tekinthetdk, amely sugarsorok tartdéi maguk
is a kupszelet pontjai.

Michel Chasles (1793-1880) francia matematikus.
Epernayben sziiletett, a Politechnikai F&iskolan
végzett. 1846-t61 a Sorbonne professzora volt.
Matematikatorténettel is foglalkozott, ezt mutatja az
1837-ben megjelent A matematika fobb againak
fejlédése cim  konyve. Ebben olyan projektiv
geometriai eredményeket sorol fel, amelyet mar az
0gorog matematikusok is ismertek.

Christian Von Staudt (1798-1867), rothenburgi sziiletésti német matematikaprofesszor.
Gauss tanitvdnya volt. El0szor a wiirzburgi egyetemen, aztan a niirnbergi
politechnikumban, majd 1835-t6]1 az erlangeni egyetemen

tanitott. Erlangenben irta és Niirnbergben adta ki 1847-ben 2/

A helyzet geometridgja ciml konyvét. Ebben €s ennek &

kiegészitéseiben sikeriilt kikiiszobolnie a  projektiv
geometriabol az egyetlen nem tisztdn geometriai elemet
azaltal, hogy a kettdsviszony helyett bevezette annak egy
specidlis, megszerkeszthetd alakjat: a  harmonikus
pontnégyes, illetve a harmonikus sugarnégyes fogalmat.

A

Arthur Cayley (1821-1895), a richmondi sziiletésli matematikus. Az egyetemet
Cambridge-ben végezte el a jogi karon, ahol



- 20 évi tgyvédeskedés utan - 1863-t6l a matematika
professzora

lett. A munkdassagat atfogd 13 kotetes kiadas igen sokrétii
érdeklédésrél  tantiskodik. Az  algebrai geometridban
megadta a geometriai

értelmezését az els6- és a masodfoki n ismeretlenii
egyenletrendszernek. A projektiv geometridnak azt az agat

mivelte, amely nem tisztan
szintetikus, hanem analitikus mddszereket is hasznal.

René Descartes Du Perron (1596-1650). Magas rangu
bird gyermekeként sziiletett a francia La Haye-ben. A
elég rendszerteleniil. Tanulmanyai koziil a matematikat
becslilte a legtobbre, mint olyat, amely kényszeritd
erejii igazsagokat k6zol. 17 évesen elutazott Poitiers-
be, hogy jogot tanuljon. A tudoméanyok és féleg a
matematika irdnti érdeklddését ébren tartotta volt
iskolatarsa, aki  késébb  Europa tudomanyos
hirkdzpontjava nétte ki magat.

Pierre Fermat (1601-1665). Koranak legnagyobb
francia matematikusa jogasz volt, és csak ,,mitkedveld
modon", szabad idejében foglalkozott matematikéaval.
A Toulouse melletti Beaumont de Lomagne-ban
sziiletett. Jogot tanult Toulouse-ban, ¢és 1631-t6l
ugyanitt a parlament tanacsosaként dolgozott. Az 6
koraban valt divattd az elveszett okori klasszikusok
rekonstrudldsa. Fermat is matematikai tanulmanyait
az 6gorog miivek olvasdsaval kezdte. Apolloniosz
tanulmanyozasa kozben fedezte fel az analitikus
geometria  egyik  alapvetd elvét, hogy a
kétismeretlenes egyenlet valamilyen vonalat jelenthet,
egyenest vagy gorbét. Rajott, hogy az Oresme-féle &
koordinata-rendszer ¢és az algebrai jelolések H
birtokdban az apollonioszi kupszeletelmélet sokkal '
attekinthetobb, €s azért a tovabbi eredmények elérésére is alkalmasabb formaban
fejezhetd ki.




John Wallis (1616-1703) angol matematikusnak A
végtelenek aritmetikaja cimi, 1655-ben megjelent 6
mivét kell kézbe venniink, amely magaba foglalja a
kupszeletekre ~ vonatkoz6  ismereteket =~ Wallis
Ashfordban sziiletett, és Cambridge-ben teoldgiat
végzett. O az elsé tudos, aki angol foldon az analizis
apostola lett. 1649-t6] Oxfordban geometriat tanitott.
Cromwell utan kirdlyi udvari képlanna nevezték ki.
1660-ban egyik alapitd tagja és szervezdje volt a
londoni Royal Societynek. Jol ismerte Torricelli és
Descartes munkait, a kupszeletek targyalasanak 1j
modja éppen a descartes-i analitikus geometria
modszere volt. Ezt a teriiletet tovabbfejlesztette
azzal, hogy bevezette a kuapszeletek ko6z0s
egyenletét.

Jan Witt (1625-1672), a Dordrechtben sziiletett
holland matematikus, aki politikai tevékenységei
kozepette is tudott iddt talalni A gdorbe vonalak
elemei megirasara. Ez az els6 rendszeres analitikus
geometriai  kézikonyv. Elsé részében inkabb
szintetikus modszerrel, valamint kinematikai uton
adta meg a kuapszeletek definicidit. (Téle szarmazik a
direktrix sz6 és az a meghatdrozas, hogy a parabola a
stk azon pontjainak az 0Osszessége, amelyek a
fokusztol és a direktrixtél egyenld tavolsagra
vannak.) Konyvének masodik része analitikus
geometria. Ebben is szerepel a harom kupszelet
ko6zos egyenlete.

Philippe De Lahire (1640-1718), a Collége de Francé
matematika  és  épitész  professzora.  Jelentds
tovabblépésként elsonek irta fel egy feliilet egyenletét,
Még mindig csak a kezdéponttal ellatott egyetlen
tengelyt hasznalta, és csak a pozitiv koordinatakat vette
figyelembe. Az origd csucsl, abszcissza tengelyli
kupfeliiletnek az egyenletét irta fel.
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